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1) SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales de la forma:
a11x1 + a12X2 + a13x3 + -+ alnxn = bl
a21xl + a22x2 + a23x3 + -+ aznxn = b2
Am1X1 + QaXy + ApzXs + .+ QunXn = by
Tendremos m ecuaciones y n incégnitas donde:
e a;; se denominan coeficientes de las incognitas.
o bi,by, ... b,, son los términos independientes.
®  Xi,Xy, ..., X, SON las incgnitas del sistema.
Expresidon matricial de un sistema de ecuaciones
Matriz de los coeficientes Matriz Ampliada
ay; QA3 ... Qqy a; a;; ... ay; by
A=l %21 G2z - Gon A= %1 %2 ... Gy by
Ap1 Az eeer Ay Qp1 Qpz .. QApp by,

Matriz de los términos Independientes

Matriz de las incognitas

X1
X=( *2

Xn

e Lamatriz ampliada es la matriz que se obtiene al afiadir a la matriz de los coeficientes la columna b de los
términos independientes. Lo podemos representar como A*y (A|B)

e Utilizando las matrices que acabamos de definir, el sistema se puede expresar como A-X = B

e Si el nimero de incdgnitas es igual al nimero de ecuaciones lineales, podemos asegurar que el sistema es

cuadrado. Es decir la matriz A es cuadrada ( matriz de los coeficientes)

Ejemplo:
x+3y=-1
{ 3x—-2y=8
—2x+6y=7
1 3 1 3]-1 .
Matriz A=< 3 —2) MatrizA*=(A|B)=( 3 -2|8 Matriz incognitas X=( )
-2 6 -2 617 Y

-1
Matriz términos Independientes B = ( 8 )

A-X=B > (% —32)(;)
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2) Tipo de Sistemas de Ecuaciones

Dependiendo del nimero de soluciones que tengan los sistemas de ecuaciones lineales tendremos:
e Sistema Incompatible: no tiene solucién.
e Sistema Compatible Determinado (SCD): posee una Unica solucion.

e Sistema Compatible Indeterminado (SCI): posee infinitas soluciones.

Sistemas Equivalentes

Son aquellos sistemas que poseen las mismas soluciones aunque posean distinto nimero de ecuaciones.
Podremos obtener sistemas equivalentes si realizamos cualquiera de las siguientes transformaciones:

e  Multiplicar o dividir los miembros de una ecuacién por un nimero que sea distinto de cero.

e Cambiar una ecuacién por otra.
e Sumar a una ecuacion otra multiplicada por un nimero.

e Eliminar una ecuacion que sea igual a otra o que sea combinacidn lineal de otras.

Ejemplo: Los siguientes sistemas de ecuaciones son equivalentes:

2x-y+3z=1 _ | x+y+z=0 fo->f,-2fi (x+y+z=0 __ ((x+y+z=0
{x+y+z=0 fiof {2x—y+32=1 —-——— -3y+z=1 fof —y—2z=2
3x+2y+z=2 3x+2y+z=2 f3->f;-3fs \—y—2z=2 -3y+z=1

N {x+y+z=0

S f—3 —y—2z=2
fim fim3f Y20

Sistemas Escalonados

En un sistema escalonado cada ecuacion posee una incognita menos que la anterior.

_ x+2y—2z=10 x+2y=3
Ejemplo: 3y+2z=2 —
y=4
4z =8
Ejemplo:
x+y+z=1 L . . . P
y¥z=1 También es un sistema escalonado pero es un sistema con dos ecuaciones con tres incognitas.

Consideramos z = A donde £ es un pardmetro que puede tomar cualquier valor real ->
X=1-y—z=1-1+£-£=0

y=1-z=1-(£

z=K



3) Resolucidn de sistemas mediante el método de Gauss

El método de Gauss consiste en transformar un sistema de ecuaciones en otro sistema equivalente hasta conseguir un

sistema escalonado.
Tomamos la matriz ampliada A* e intentamos transformarla en una matriz escalonada:

e Sialguna de las filas esta formada por ceros exceptuando el término independiente, el cual es distinto de cero,
4
1
5

= Si el nimero de filas coincide con el nimero de incognitas, el sistema sera Compatible Determinado

1 2 2
tendremos un Sistema Incompatible ( no tiene solucién). Ejemplo: A* = <0 3 2
0 0 O

e Siel sistema no es Incompatible, el sistema puede ser:

(S.C.D) y el sistema tendra una Unica solucion. Para obtener la solucién resolvemos el sistema
escalonado de abajo a arriba.

= Si el nimero de filas no nulas es menor que el nimero de incognitas, el sistema sera Compatible
Indeterminado (S.C.1) y el sistema tendré infinitas soluciones.
El nimero de parametros que debemos escribir serd la diferencia entre el nimero de incéognitas y el

nimero de filas no nulas.

Ejemplos:
1) S.C.D (Sistema Compatible Determinado) (Una Unica Solucién)

x+y—z=1
{3x+2y+z=1
5x+3y+4z=2

11 =11\ L~f-3 /1 1 -11 1 1 -11 x=—4
A*=<3 2 1 1) -——> (0 -1 4 —2) f3:’f3___>2f2(0 -1 4 —2)9{3;_6
5 3 412 f3_)f3_5f1 0 -2 9 1-3 0 0 111 Z 1

2) S.C.I (Sistema Incompatible Indeterminado) ( co Soluciones)

3x -5y +8z= —-14

{ X—y+2z=-4
x+3y—2z=0

1 -1 2|-4\ fL~=f,=3fi /1 -1 2|-4 1 -1 2|-4
A*=<3 -5 8 —14) ——— (o -2 2 —2) f3__’_f3_fif2 <0 -2 2—2)
1 3 =200 fi=fi—fi \0 4 —4l4 o o olo

Observamos que el nimero de filas no nulas < nimero de incdgnitas.
NuUmero de parametros= nimero de incdgnitas — nimero de filas no nulas = 3-2= 1 parametro

z=K
2yt22=-2>-y+z=-12>y=K+1 S2iy=£+1 VAeR

X—y+22=-4>x=K+1-2-4=-K-3



3) (S.1) Sistema Incompatible (No tiene Solucion)

x—y=1
{ y+z=0
x+y+2z=-1

1 -1 0|1 1 -1 0|1 1 -1 01
A*=<0 11 0) f3__’_fi:£1 (o 11 0> f3__’_f3_:if2 <0 11 0)
1 1 201 0o 2 2l-2 0 0 ol-2

Una vez conseguida la matriz escalonada, observamos que en la fila 3 todos los términos son iguales a cero
exceptuando el término independiente que es distinto de cero (0+ —2) > El Sistema es Incompatible ( No tiene

solucién)

4) Regla de Cramer para Sistemas Cuadrados

Para resolver sistemas de ecuaciones lineales mediante la regla de Cramer se debe cumplir que el determinante de la
matriz de los coeficientes sea distinto de cero. Tendremos un Sistema Compatible Determinado (S.C.D) cuya solucion

sera:

Ejemplo:

{x+2y=4 {ax+by=p

—2x—5y=6 cx+dy=q

A= (_12 _25) Como |A| = |_12 _25| = —1 # 0 > El sistema serd Compatible Determinado.

Para resolver el sistema mediante la regla de Cramer:
= Cuando estemos calculando la variable x el determinante que se encuentra en el numerador debemos cambiar
los coeficientes de la x por los términos independientes. Por eso la primera columna ( que corresponde a la x)
hemos escrito los términos independientes. En las otras columnas escribimos los coeficientes que le
corresponden.
= Cuando estemos calculando la variable y el determinante que se encuentra en el numerador debemos cambiar
los coeficientes de la y por los términos independientes. Por eso la segunda columna ( que corresponde a la y)

hemos escrito los términos independientes. En las otras columnas escribimos los coeficientes que le

corresponden.
p b 4 2| ap| 1 4
—lqg d _ l6 -5l _ =32 _ _lc gl _1-2 el _ 14 _
X=p = 11 2|—__1_32 Y=t =71 2|—__1—_14
c d -2 -5 c d -2 -5

Regla de Cramer para Sistemas no Cuadrados

Cuando en un sistema el nimero de incégnitas > que el nimero de filas no nulas, tendremos un sistema Compatible
Indeterminado. (S.C.I)
Numero de parametros = nimero de incognitas — nimero de filas no nulas.



Ejemplo 1: Observamos que el siguiente sistema no es cuadrado.

{x+y+z=1
xX+2y—z=2

Numero de parametros = nimero de incognitas — nimero de filas no nulas.

N° de parametros =3 — 2 = 1 parametro > z=4

Resolvemos el sistema mediante la regla de Cramer

x+y=1-£ 11 o1y _
{x+2y=2+,§ 9A—(1 2) Como |4| —|1 2| =1 # 0 podremos aplicar Cramer.
B acasea R BT =.
x_|11|= = 34 y=irt = =5 =1+24
1 2 1 2
x = —34
Solucion: {y =1+ 24
z= K

Ejemplo 2: Observamos que el siguiente sistema no es cuadrado.

{x—2y+z=1

NUmero de parametros = nimero de incdgnitas — ndmero de filas no nulas.
2x —4y+z=2

N° de parametros = 3 —2 = 1 parametro 2> z=4£

Resolvemos el sistema mediante la regla de Cramer:

{x—2y=1—1(

_(1 =2 =2 .
2x—dy=2—f 2> A= ( ) Como |4| = |2 _4| = 0 No podremos aplicar Cramer.

2 —4

Podemos hacer que y = £

x—2y+z=1 x+z=1+24 (1 1 o1y .
{Zx_4y+2= 2 9{2x+z= 2+ 4k 9A—(2 1) Como |4| = |2 1= 1 # 0 Podremos aplicar Cramer
|1+2A ! 1+24-2—-44 Lo 2+4£-2-4K
X:2+14A11:+ 2 1424 Z:212+14A=+ 2= _ 0
|2 1| -1 |2 1| -1

x=—-1-24
Solucién:{ y=£
z=0



5) Teorema de Rouché-Frobenius

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones lineales de la forma:

a1xq + Aq12Xo + aq3X3 + -+ A nXn = bl
ay1Xq + Ay Xy + ay3X3 + -+ AypnXy = b2

Am1X1 + QX + ApzXs + .+ QnXn = by,

Sea A (matriz de los coeficientes) y A* (matriz ampliada)

aj1 Quy e Qqp a;; Qi3 ... Ay by
A: a21 azz e azn A* — a21 azz e a2n b2
Qi Qmz e Amn An1i Amz - Amn bm

NUmero de soluciones de un sistema de ecuaciones Lineales

e Sirg(A) #rg (A") > El Sistema es Incompatible (S.1) ( no tiene solucién)
e Sirg(A) =rg (A") > El Sistema es Compatible
= Sirg(A) =rg (A") = n° de incognitas <> EI Sistema es Compatible Determinado (S.C.D) (una Gnica
solucion)
= Sirg(A) =rg (A") < n°de incgnitas > El Sistema es Compatible Indeterminado (S.C.1) ( Infinitas

soluciones)

6) Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales mediante la matriz Inversa

En los temas anteriores hemos aprendido a calcular la matriz inversa y multiplicar matrices por lo tanto podremos
resolver un sistema de ecuaciones lineales (siempre que exista el mismo numero de ecuaciones que de incognitas y el

determinante de coeficientes no sea nulo). Procederemos de la siguiente manera:

Dado un sistema de ecuaciones lineales:

a1x1 + Aq12Xy + ai3X3 + -+ A nXn = bl
ayq1Xq + Ay Xy + ay3X3 + e AypnXy = b2

An1X1 + QaXy + Apzxs + o+ Qn Xy = by

Lo escribo de manera matricial:

all 312 . aln Xl bl
A1 Az s A | [ X2 )= ([Dby] 3A.X=B
Ami Amz  -e-- Amn Xp b,

Por lo tanto si quiero solucionar el sistema:A™'-A-X= A1-B>1-X=A1-B->X=A1-B



Ejemplo
3x+y+2z=10 31 2 X 10
{4x+3y+42 =21 A= (4 3 4) X= (y) B:<21)

2x+y+2z=9

X=A"1-B

1/2 0 =2
A= 5( 0o 2 —4)
-2 -1 5

7) Sistemas Homogéneos

Se trata de sistemas en los que todos los términos independientes de las ecuaciones son iguales a cero.

La expresion de un sistema homogéneo:
allxl + a12x2 + a13X3 + -+ alnxn = 0
a21x1 + azzxz + a23X3 + -+ aann = 0
Am1X1 + QaXy + ApzX3 + .+ QX = 0
Estos sistemas homogéneos pueden ser: Sistema Compatible Determinado o Indeterminado
e Sirg(A) = n° de incognitas - Sistema Compatible Determinado y tiene como Unica solucion la trivial. (x=0,
y=0, z=0....)

e Sirg(A) < n°de incognitas = Sistema Compatible Indeterminado. Entre las infinitas soluciones esta también

la trivial.

8) Resumen de la resolucién de Sistemas

Primero deberemos averiguar si posee solucion y posteriormente resolverlo si las posee ( una o infinitas soluciones)
Para ello:
e Andlisis: Mediante el método de Gauss o el teorema de Rouché podremos analizar el sistema y averiguar
cuantas soluciones posee.
e Calculo: Mediante la regla de Cramer, método de Gauss y el calculo de la matriz inversa podremos averiguar

dichas soluciones.



9) Sistemas dependientes de parametros estudiando rangos

Puede ocurrir que un sistema de ecuaciones lineales, alguno o algunos de los coeficientes o los términos independientes
dependan de uno o mas parametros. Primeramente debemos calcular aquellos valores del parametro que me hacen que
el sistema sea compatible. Una vez que los hemos calculado, debemos distinguir los casos en los que el sistema es

compatible determinado o compatible indeterminado.

1. Calculamos los valores del parametro para los que el rango de la matriz de los coeficientes (A) sea distinto al
rango de la matriz ampliada (A*).

2. Enel caso de que una de estas matrices sea cuadrada empezaremos calculando su rango. Si ninguna de las
matrices fuera cuadrada se comienza calculando el rango de la matriz de los coeficientes (A).

3. Calculamos los rangos tanto de la matriz de los coeficientes como de la matriz ampliada para los distintos
valores del pardmetro.

4. Aplicamos el teorema de Rouché-Frobenius

Ejemplo: Estudia los siguientes sistemas segln los valores del pardmetro a y resuélvelos en los casos en que sea posible

3x—y—z=-4

{2x—y+3z=—14
4x —y—5z=a

La matriz de los coeficientes y la matriz ampliada asociadas al sistema son:
2 -1 3 2 -1 3 -14

A:<3 -1 —1) yA*=| 3 -1 -1 -4
4 -1 =5 4 -1 -5 a

En este caso, el maximo rango que pueden tener ambas matrices es 3.

Como hemos indicado en el apartado 2 vamos a comenzar por aquella matriz que sea cuadrada, en este caso la matriz

cuadrada es la matriz de los coeficientes (A).

Calculamos el rango de A

2 -1 3
[A|=[3 -1 -1[=0 > rg(A)<3
4 -1 -5

Tomamos una menor de orden 2 |§ :1|=-2+3=1¢0 > rg(A) =2

Calculamos El rango de A*

2 -1 -14
3 —1 —4|=-2a+42+16-56+3a-8 = a-6 =0 > a=6
4 -1 a

Por tanto hay que distinguir dos casos:

Caso | : Cuando a # 6

Tenemos que rg(A)#rg(A*) ya que rg(A)=2 y rg(A*)=3 - por lo tanto el sistema es incompatible



Caso Il Cuando a =6

Se cumple que rg(A)=rg(A*)=2<n° de incognitas = Tenemos un sistema compatible Indeterminado.
Calculamos las soluciones

e Marcamos en el sistema el menor que ha servido para obtener rg(A)=2. Las ecuaciones que no intervienen se pasan
al segundo miembro con valor de parametro.

2y —y ¢ 3z = —14
3x —y—z=—4%
4y —y—5z = 6

x=10+42
2>y=34+111 V reR
z=21

2x—y=-14-32
3x—y=—-4+1

> 7o, {



