MATEMATICAS CCSS Teoria de
sassasescanne 20 DE BACHILLERATO Matrices

Santandar

Egustinos

DEFINICION

Una matriz es un conjunto de nimeros ordenados en filas y columnas. Para definirla se utilizan letras mayusculas (en
este caso hemos usado la letra A).
Cada elemento de la matriz aj;, esta definido por dos subindices: el primero indica la fila a la que pertenece (i), y el

segundo nos indica la columna (j). Las matrices suelen representarse como:

/a11 A2 Q13 . QAip

a1 0dpzz dz3z3 ... dzp 1<i<m

Aman=| @31 @32 a3z - 30 | Ame=(a;;) donde{1 - j <n
Am1 Amz Amz - Onpn

La dimension de una matriz viene definido por el nimero de filas y de columnas y se denota como mxn.
En el caso que el nimero de filas sea igual al de columnas, la matriz se denomina matriz cuadrada (m=n), entonces la

matriz se dice que es de orden n.

En una matriz cuadrada, se llama:
e Diagonal principal: esta formada por los elementos cuyos subindices son iguales. Es decir ai1, az2, ass,....am

o Diagonal secundaria: esta formada por los elementos cuyos subindices cumplen la siguiente relacién i + j = n+1

8y Ba By B
By By . Sy
< 841 Y 8 Hag ‘ﬂu
Diagonsal Di nal
secundsrta petvelpal

Decimos que dos matrices A'y B son iguales, si ambas poseen la misma dimension y verifican que a;; = b;; para

cualquier i y cualquier j. (Es decir que los elementos de cada una de ellas son iguales entre si)
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EJERCICIO RESUELTO

Ejemplo 1: Escribe la matriz cuadrada A de orden 3 tal que sus elementos a;; verifiquen que:
(D" sii>j
ij=3 6 sii=j
2i4j sii<j

ain =6 ap=2-1+2)=4 as=2-1+3=5
an=(-1)*'=-1 a2=6 ap=22+3=7
an=(-1)3*1=1 ap=(-1)3*2=-1 =6

a1 Q12 Qg3 6 4 5
Asxs=| 021 Q22 A3 | A=[-1 6 7

az; dzz Az3 1 -1 6

Ejemplo 2: Escribe la matriz de dimension 3 x 4 en la que ajj= (-1)-(2i -3j) paral< i < 3, 1<j < 4

an=(1)(21-3-1)=1 ap=(-1)21-3-2)=4 a=(1)(21-3-3)=7 au=(1)(21-3-4)=10
8.212(-1)(2'2—3'1)2-1 3.222(-1)(2'2—3'2)22 6.232(-1)(2'2—3'3)25 a24=(-1)(2-2—3-4)=8
8.312(-1)(2'3—3'1)2-3 3322(-1)(2'3—3'2)20 6.332(-1)(2'3—3'3):3 8.34:(-1)(2'3—3'4):6

a;; Qqp Q13 Qig 1 4 7 10
La matriz es Asxa= <a21 a,, 03 a24> A= 2 5 8
0 3

a3, Az, (33 Q3g

GRAFOS

Los grafos estdn formados por vértices y aristas (que son las conexiones entre los vértices).
Si hay conexidn entre dos vértices se denota con un 1y si no hay conexion se denota con un 0. La matriz cuadrada
que representa estas relaciones se denomina matriz de adyacencia del grafo.

Si las aristas de un grafo estan orientadas, como en el ejemplo, el grafo se denomina grafo dirigido.

1 2 3 4
i 1 1 1 1
2 0 0 1 1
3 0 0 0 1
a 0 0 0 0
111 1
(o0 11
A=l0 0 0 1
00 0 0
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TIPOS DE MATRICES

Matriz Fila: matriz que estd formada por una Unica fila.
F=(-1 0 -5 9) - Matriz fila de dimensién 1x4

Matriz Columna: matriz esta formada por una Unica columna.

1
C:<—3> - Matriz columna de dimension 3x1
6

Matriz diagonal: matriz cuadrada cuyos elementos que no pertenecen a la diagonal principal son todos

nulos.

w2 %) oo s o

0 0 9

Matriz escalar: matriz diagonal en los que los elementos de la diagonal principal son iguales.

A9 oo 1 o)

0 0 -1

Matriz unidad o matriz identidad: matriz escalar cuyos elementos de la diagonal principal son iguales a 1.
La matriz unidad de orden n se denota I, o por I.

A=(5 9 oo 1 o)

0 0 1

Matriz triangular: una matriz es triangular superior si es cuadrada y todos los elementos que se
encuentran por debajo de la diagonal principal son todos nulos. Una matriz es triangular inferior si es

cuadrada y todos los elementos que se encuentran por encima de la diagonal principal son todosnulos.

_3 5 6 0 O
T.Superior: A=( 0 3) T.Inferior B=<4 -5 0)
0 3 1

Matriz nula: es una matriz donde todos los elementos son nulos. Se denomina por 0

0= o o

Matriz Simétrica: es una matriz cuadrada donde los elementos son simétricos respecto de la diagonal

principal. Es decir aj; = aji

/2 4 7 0 1 \

(1 -2 6) 4 1 0 4 5
S=(-2 3 5 S=[7 0 -4 9 -3
6 5 4 kO 4 9 0 5)

1 5 -3 5 1
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Matriz antisimétrica: es una matriz cuadrada tal que los elementos simétricos respecto a la diagonal son
opuestos. Es decir ajj = -aji
De la definicidn se deduce directamente que los elementos de la diagonal principal de una matriz

antisimétrica deben ser todos nulos.

0 2 6 01 27
2 0 -5 H=( 1 0 =5 -1
25 0 -2

6 5 0 71 2 0

I
1

Matriz escalonada: es una matriz que verifica, a la vez, las dos siguientes condiciones:
1) Todas las filas 0 estan en la parte inferior de la matriz.
2) El primer elemento no nulo de cada fila, exceptuando la primera, se encuentra mas a la derecha que

el primer elemento no nulo de la fila anterior.

La matriz no necesita ser cuadrada para ser escalonada

0/ -3 5 0

( 1 3 -2 ?) La matriz B es una matriz escalonada de dimension 3x4
0 0 2 6
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OPERACIONES CON MATRICES

SUMA DE MATRICES

Para poder sumar dos matrices es necesario que ambas tengan la misma dimension. El resultado se obtiene sumando
el término de la matriz A con el término que ocupa la misma posicion en la matriz B.
La suma de dos matrices Amxn=(aij) ¥ Bmxn=(bij) de la misma dimensién, da como resultado otra matriz de la misma

dimension Sij=(aij + bjj)
Ejemplo: Realiza la suma de la matriz Ay la matriz B

S R - B

asp=(110 042 ~1-1 244y _(1 2 -2 6)

4+2 541 7+0 —-2-5 6 6 7 =7

PROPIEDADES DE LA SUMA DE MATRICES

Si Amxn=(ij) , Bmxn=(0ij) Y Cmxn=(Cij), matrices de igual dimension se verifican las siguientes propiedades:
1) Conmutativa: A+B=B+A
2) Asociativa: A + (B+C) = (A+B) + C

3) Elemento neutro: A+ 0 =0+ A=A (donde 0 es la matriz nula)

DIFERENCIA DE DOS MATRICES

Elemento Opuesto: La matriz opuesta de A, se representa por —A. Se trata de otra matriz con la misma dimensién,
donde todos los elementos estan cambiados de signo. Se verificaque A+ (-A) = (-A) + A=0

La diferencia de dos matrices AmxnY Bmxnde la misma dimension se define apoyandose en la existencia de la
matriz opuesta: A—B = A + (-B)

Ejemplo: Realiza la diferencia de la matriz A y la matriz B

A<Gs 7 vesl 1 o o)

A-B=(1_0 0-2 —-1+1 2—4)_(1 -2 0 —2)

4—-2 5-1 7-0 —-2+5
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PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UNA MATRIZ

Dada una matriz Amxw=(ajj) y un nimero real £eR se define el producto de un nimero real por una matriz: a la matriz

cuya dimension sigue siendo la misma que A, donde cada elemento esta multiplicado por £ .

Ejemplo: Realiza el producto del nimero 2 por la matriz A

2 -1 3 4
A:<0 -2 5 3) y £=2
—4 0 1 2

2 -1 3 4 -4 2 -6 -8
AA——Z-( 0 -2 5 3):< 0 4 -10 —6)
PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA MATRIZ

1) Conmutativa: A = ALK

2) Asociativa: £(0A) = (Ao)A

3) Distributiva respecto de la suma de matrices: A(A+B) = KA + £B
4) Distributiva respecto de la suma de nimeros: (Ata)A = KA + aA
5) Elemento neutro: 1A= A

Ejemplo de la propiedad distributiva:

Dadas las matrices A:(_O3 Lll)y B:(_43 i) vamos a comprobar que 3-(A+B)=3A + 3B

A+B:(_13 g) K 3'(A+B):3'(—13 g) :(—39 168)

3A= (‘09 132) 3B=(f9 g) > 3A+3B=(_39 168)

Ejemplo de la propiedad distributiva:

1 -2 4 -3 -5 1
Dadas las matrices A= ( 0 5 6 > y B:( 0 o0 6> vamos a comprobar que 2-(A+B)=2A + 2B

-2 3 -9 -2 1 7
-2 -7 5 -2 -7 5 -4 -14 10
A+B = ( 0 5 12) - 2:(A+B) = 2-( 0 5 12) =1 0 10 24
-4 4 =2 -4 4 =2 -8 8 —4

2 -4 8 -6 —-10 2 -4 =14 10
2A:< 0 10 12 ) ZB:< 0 0 12) - 2A+2B =( 0 10 24)

-4 6 -—18 -4 2 14 -8 8 -4
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PRODUCTO DE MATRICES

El producto de matrices no siempre se puede realizar, depende de las dimensiones de las matrices a multiplicar.

PRODUCTO DE UNA MATRIZ DE UNA FILA POR UNA MATRIZ COLUMNA
Si multiplicamos una matriz cuya dimension sea 1xn por otra matriz de dimensién nx1 obtendremos una matriz de

dimensidn 1x1. En este caso se puede prescindir de los paréntesis.

3
G -4 7)<2>=5-3+(—4)-2+7-0=7
0

PRODUCTO DE DOS MATRICES

Dos matrices se pueden multiplicar si el nimero de columnas de la primera matriz coincide con el nimero de filas de
la segunda matriz.

El producto de la matriz A de dimension mxn, por la matriz B, de dimension nxq, es otra matriz P=(p;;) de dimension
mxg, tal que cada elemento p;; se obtiene multiplicando la fila i de la primera matriz por la columna j de la segunda.
El producto de las matrices A y B se designa por A-B 0 AB

(12 4)1‘ . _(—1-4+2~1+4.o (—1)-(—1)+2-(—2)+4-3)_(—z 9)
3 -5 U\, 57)T 84451410 3-(-D+ (-5 (-2 +1-3/"\7 10

Vemos que la dimension de la primera matriz es 2x3 y la dimension de la segunda es 3x2. El resultado final sera una
matriz de 2x2

Esta es la dimension de la matriz
ultante 2x2

ste valor tiene que ser el mismo para poder
multiplicar ambas matrices.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE MATRICES

1) Asociativa: A(BC) = (AB)C

2) Asociativa respecto del producto por escalar: 4(AB) = (A)B

3) Distributiva respecto de la suma: A(B+C) = AB + AC y (A+B)C = AC+BC
4) Producto por la matriz identidad: A-1=1-A=A

5) Traspuesta del producto: (AB)" = BtA* siempre que exista el producto AB

6) El producto de matrices, no es conmutativo ABZBA
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1 0

2 _1) e | la matriz identidad de orden 2. Calcula A%- 3A —I

Ejemplo: Dada la matriz A=(

woancd 8¢ 5G9

A?-3A1=1-3A—1=-3A
A-3A-I=-3A= —3(; _01)=(:2 g)

MATRIZ TRASPUESTA

La matriz traspuesta de A se representa por Aty se calcula al cambiar las filas por las columnas en la matriz A.
A=(a;;) > A'=(a;)

-3 5
(-3 4 1 t_
(3§ D mo(i g

PROPIEDADES DE LA MATRIZ TRASPUESTA

1) Siladimension de A es mxn = la dimensién de A! es nxm
2) (AHt=A
3) (A+B)t= A'+ Bt

4) Si Aessimétrica, A=Aly si es antisimétrica, A= - Al
Ejemplo de la propiedad (A + B) = A' + B*

Dadas las matrices Az(_o3 411) yB= (_43 i) vamos a comprobar que (A + B)t = A'+ B*

(A+B):(_03 ‘1})+(4 2):(1 g)—>(A+B)t:(é _23)

P B RYE S

Ejemplo de la propiedad Si A es simétrica, A=Aty si es antisimétrica, B= - B!

1 -2 5 0 -2 5
Dada la matriz simétrica A = (—2 0 3])ylamatrizB=| 2 0 -3
5 3 8 -5 3 0

1 -2 5 0 2 =5 0 -2 5
A'=(-2 0 3] =A Bt=<—2 0 3)=(-1)'<2 0 —3>=—B
5 3 8 5 -3 0 -5 3 0
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RANGO DE UNA MATRIZ

DEPENDENCIA LINEAL DE FILA O COLUMNAS

Un conjunto de filas (o columnas) de una matriz es linealmente dependiente si al menos una de ellas depende

linealmente de las restantes. En caso contrario se dice que son linealmente independientes.

Una fila de una matriz, digamos F1, depende linealmente de las demas filas de la matriz si existen nimeros reales ay,
as, ..., an tales que: F1= azF2+ asFs+ .......... + anFn

En caso contrario, las filas Fy, Fo, ..., Fn son linealmente independientes.

1 2 3 47 - |
A=13 6 9 12| - E
5 10 15 20) - F

Observamos que: Fo=3-F1 yque F3=2-Fi+F=5-F
Consecuentemente, las filas F1 y Fs dependen linealmente de la fila  Fi.

La misma definicion que hemos dado para filas puede darse de forma analoga para columnas.

RANGO DE UNA MATRIZ
El rango de una matriz A es el nimero maximo de filas, o columnas que son linealmente independientes.
rg(A) = rg(F1, F2,Fs,...) =rg(C1, Cy, Cs,..)
Una matriz tendra rango 0 si y s6lo si es la matriz nula.

Ejemplo: Vamos a escribir ejemplos de matrices de dimension 2 x 3 que tengan rangos 0, 1y 2

0= (8 8 8) La matriz O tiene rango 0, ya que es la matriz nula y rg(0)=0.
_(3 0 2 . . ~ . _
= (9 0 6) La matriz A tiene rango 1 yaque F2=3 - F1 > rg(A) = 1. LafilaF1 y F,

son linealmente dependientes.

B= (2 0 7) La matriz B tiene rango 2 ya que sus filas no son proporcionales, por lo

que decimos que ambas son linealmente independientes, es decir, rg(B) = 2.
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CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ POR EL METODO DE GAUSS

El método de Gauss consiste en ir haciendo transformaciones elementales a una matriz para conseguir anular los
elementos que se encuentran por debajo de la diagonal principal.
El rango de la matriz es igual al nimero de filas no nulas de la matriz obtenida.

Si nos encontrasemos que la matriz tuviese mas filas que columnas, podemos usar su traspuesta para calcular el rango.
rg(A)=rg(A")

Las transformaciones elementales de filas o columnas que dejan invariante el rango son:
e Intercambiar dos filas o columnas de la matriz.
e  Multiplicar o dividir una fila o columna de la matriz por un nimero real no nulo.

e Sumar o restar a una fila o columna otra multiplicada por un nimero real cualquiera.

El rango de una matriz no varia si se suprimen:
e Las filas o columnas nulas.
e Lasfilas o columnas proporcionales a otras.

e Lasfilas o columnas que dependen linealmente de otras.

X X X x\ ) X X X X\
x X X GAUSS O X X x}
X X X X 0 O x
Ejemplos:
1 2 3
A=<0 1 7>—>rg(A)=3
0 0 4

1 0 -3\F,-»>F,—2F, /1 0 -3 3 1 0 -3
A=<2 3 —6>F3—>F3—4F1 (0 3 0) F3 = Fs 2F2<0 3 0>—>rg(A)=3

4 6 —11 5 0 6 1 - 00 1
1 2 -1 3\ F,>F,+4F, /1 2 -1 3

A:<—4 -8 4 —1z> F; » F; + 3F; (0 0 0 0)—>rg(A)=1
-3 -6 3 -9 - 00 00O
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MATRIZ INVERSA

CALCULO POR EL METODO DE GAUSS-JORDAN

Dada la matriz A, para que exista su inversa, esta debe ser cuadrada. La matriz inversa de A se denota por A donde
se verificaque A-Al=ALA=|

El método consiste:

1) Alaizquierda escribiremos la matriz Ay a la derecha escribiremos la matriz identidad de orden igual a la
matriz A(AII)

2) Debemos aplicar una serie de transformaciones hasta llegar a modificar la matriz de la izquierda (A) en la
matriz identidad (1) (114™1)

(A1) —S=== ] A)

1 3 3
Ejemplo: Halla por el método de Gauss-Jordan la matriz inversa de A=<1 4 3)

1 3 4
1) Escribimos la matriz identidad al lado de la matriz A que nos han dado.
1 3 311 0 0
A=(1 4 3/0 1 0
1 3 4l0 0 1

2) Realizamos las transformaciones necesarias para que la matriz identidad nos quede al lado izquierdo.

1.3 31 0 O\F,>F~F (1 3 311 0 0\, o . (1 304 0 -3
A=|1 4 30 1 0|F;> F;—F, |0 1 0f-1 1 0] *7 7% {0 1 0f-1 1 0
1 3 4lo 0 1 N 00 1-1 0 1 00 1l-1 0 1

1 0 0
F1_> F1_3F2 O 1 0
-

0 0 1

7 -3 =3
-1 1 0

-1 0 1

7N =3=3
La matriz inversa nos queda al lado derecho: A‘1=<—1 1 0 >
-1 0 1

1 3 3 7 -3 -3 1 00
Vamos a comprobar el resultado A-A‘1=<1 4 3]-{-1 1 0 ) ={0 1 0)=1I
1

1 3 4 0 1

Por lo que hemos demostrado el resultado.
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PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA

Si dos matrices A y B poseen matriz inversa, entonces se verifica:
° (A—l)—l =A
o @AY=y
e (AB)"1=B"1A"l
o AA=ALA=|

Ejemplo

La matriz inversa de A:@ i) es A'1=(_34 _32)

ani=(3 ) (G5 56 D)=

woas( 3G D6



